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Foncteurs de Mackey a` re´ciprocite´
version pre´paratoire (1991 ?)
Bruno Kahn
On fixe un corps de base k. On conside`re des foncteurs de Mackey de´finis
sur la cate´gorie des k-sche´mas affines (donc des k-alge`bres commutatives) par
rapport aux morphismes finis et plats, et commutant aux limites inductives
filtrantes (i.e. “continus”).
On dit qu’un foncteur de Mackey A est :
– cohomologique si, pour tout morphisme fini f de degre´ constant d,
A∗(f) ◦ A
∗(f) est la multiplication par d ;
– additif si, pour tous k-sche´mas affines X,X ′, (ι∗, ι′∗) : A(X)⊕A(X ′)
∼
→
A(X
∐
X ′), ou` ι et ι′ sont les inclusions X →֒ X
∐
X ′ et X ′ →֒
X
∐
X ′ ;
– faiblement additif si, pour tout k-sche´ma affine S et tous morphismes
finis et plats f : X → S et f ′ : X ′ → S, on a (avec les notations
ci-dessus) A∗(f
∐
f ′) = A∗(f) ◦ A
∗(ι) + A∗(f
′) ◦ A∗(ι′) ;
- topologiquement invariant si, pour tout morphisme radiciel f , A∗(f)
est un isomorphisme ;
– (si A est cohomologique :) faiblement topologiquement invariant si,
pour toute extension F de k et toute F -alge`bre locale artinienne R
de longueur d, de corps re´siduel l de degre´ fini sur F , on a A∗(pR) =
dA∗(pF ) ◦ A
∗(ι), ou` pR (resp. pl) est la projection Spec R → Spec F
(resp. Spec l → Spec F ) et ι est l’immersion ferme´e Spec l → Spec R.
Il est clair qu’un foncteur de Mackey additif est faiblement additif ; de
meˆme :
Lemme 0.1 Un foncteur de Mackey cohomologique topologiquement inva-
riant est faiblement topologiquement invariant.
De´monstration. Avec les notations ci-dessus, supposons d’abord l/F
radiciel. Par hypothe`se, A∗(pR) est un isomorphisme. La formule a` de´montrer
est donc e´quivalente a`
A∗(pR) ◦A
∗(pR) = dA∗(pl) ◦ A
∗(ι) ◦ A∗(pR),
qui est claire.
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Supposons maintenant l/F quelconque. Soit l0 la fermeture se´parable de
F dans l. Par le lemme de Hensel, l0 se rele`ve de manie`re unique dans R
au-dessus de F ; autrement dit, il existe un unique s : Spec R → Spec l0 tel
que le diagramme
Spec l
ι
−−−−→ Spec R
p′
y sւ pR
y
Spec l0
pl0−−−−→ Spec F
soit commutatif. On a alors :
A∗(pR) = A∗(pl0) ◦ A∗(s)
et
A∗(s) = dA∗(p
′) ◦ A∗(ι)
d’apre`s le cas radiciel. 
Toutes les courbes sur k sont lisses, mais pas ne´cessairement comple`tes
ou irre´ductibles. Si U est un ouvert dense d’une courbe comple`te X , on
conside´rera toujours Div(U) comme le groupe des diviseurs de X a` sup-
port dans U : cela munit Div d’une structure de foncteur covariant pour les
immersions ouvertes.
1 Un accouplement “divisoriel”
Soient A un foncteur de Mackey et U une courbe affine sur k. Pour tout
point ferme´ x de U , on de´finit l’e´valuation en x, a 7→ a(x), comme le compose´
A(U)
ι∗x−−−−→A(k(x))
Cork(x)/k
−−−−→A(k)
ou` ιx est l’inclusion x 7→ U . On l’e´tend par line´arite´ en un accouplement :
A(U)×Div(U) → A(k)
(a,D) 7→ a(D).
(1)
On a le lemme trivial suivant :
Lemme 1.1 Soient U ′ un ouvert dense de U , a ∈ A(U), a′ son image dans
A(U ′) et D un diviseur de X a` support dans U ′. Alors on a a(D) = a′(D).
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Soit D un diviseur effectif de U , vu comme sous-sche´ma ferme´ de U . Soit
ιD l’inclusion de D dans U . On a un morphisme de fonctorialite´ ι
∗
D : A(U)→
A(D) et (puisque D est fini sur Spec k) un transfert
A(D)→ A(k)
note´ abusivement CorD/k.
Lemme 1.2 Si A est cohomologique, faiblement additif et faiblement topo-
logiquement invariant, on a pour tout diviseur effectif D et tout a ∈ A(U) :
a(D) = CorD/k ι
∗
D(a).
Cela re´sulte du lemme 0.1.
Lemme 1.3 Soient U et V deux courbes affines sur k et f : V → U un
morphisme fini de degre´ n. Supposons A cohomologique. Alors :
a) Pour tout a ∈ A(U) et tout D ∈ Div(U), (f ∗a)(f ∗D) = na(D).
b) Pour tout a ∈ A(U) et tout D ∈ Div(V ), a(f∗D) = (f
∗a)(D).
c) Si de plus A est faiblement additif et faiblement topologiquement invariant,
on a pour tout a ∈ A(V ) et tout D ∈ Div(U), a(f ∗D) = (f∗a)(D).
De´monstration. Il suffit de de´montrer a), b) et c) lorsque D est un point
ferme´ x. Dans le cas a), on e´crit f ∗x =
∑
eiyi, d’ou`
(f ∗a)(f ∗x) =
∑
ei(f
∗a)(yi)
=
∑
eiCork(yi)/k ι
∗
yi
(f ∗a)
=
∑
eiCork(yi)/k(f ◦ ιyi)
∗a
=
∑
eiCork(yi)/k Resk(yi)/k(x) ι
∗
xa
=
∑
ei[k(yi) : k(x)] Cork(x)/k ι
∗
xa
= nCork(x)/k ι
∗
xa
= na(x).
(On a utilise´ la formule
∑
ei[k(yi) : k(x)] = n.)
Dans le cas b), on a f∗(x) = [k(x) : k(y)]y, ou` y = f(x), et
(f ∗a)(x) = Cork(x)/k ι
∗
xf
∗a
= Cork(x)/k(f ◦ ιx)
∗a
= Cork(x)/k ι
∗
ya
= [k(x) : k(y)] Cork(y)/k ι
∗
ya
= a(f∗(x)),
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puisque A est cohomologique.
Pour c), notons ∆ le diviseur effectif f ∗x, ι∆ l’inclusion de ∆ dans U et
f ′ la restriction de f a` ∆. On a alors :
ι∗xf∗a = f
′
∗ι
∗
∆a
donc
(f∗a)(x) = Cork(x)/k ι
∗
xf∗a
= Cork(x)/k f
′
∗ι
∗
∆(a)
= Cor∆/k ι
∗
∆(a)
= a(∆)
d’apre`s le lemme 1.2.
Remarque. Le lemme 1.3 peut s’interpre´ter de la manie`re suivante : sous
les hypothe`ses de b), l’accouplement (i) se prolonge en un homomorphisme
ev : A
M
⊗Div→ A(k)
du foncteur de Mackey A
M
⊗Div vers le foncteur de Mackey constant de va-
leur A(k).
2 Topologie modulaire
Soient U une courbe affine (lisse) sur k, X sa comple´te´e et Z le ferme´
comple´mentaire. Un module sur U est un diviseur effectif de X , de support
Z. Si m est un module sur U , on lui associe un sous-groupe Divm(U) de
Div(U) :
Divm(U) = {(f)|f ∈ k(X)∗; pour tout x ∈ Z, vx(f − 1) ≥ vx(D)}.
Les Divm(U) forment une base de voisinages de 0 pour une topologie sur
Div(U) : la topologie modulaire. Si m =
∑
x∈Z
x, le quotient Div(U)/Divm(U)
s’identifie au groupe de Picard relatif Pic(X,Z).
Si x est un point ferme´ de X , on note Oˆx le comple´te´ de OX,x et Kˆx le
corps des fractions de Oˆx.
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De´finition 2.1 Le groupe des ide`les I(X) de X est le produit direct restreint
des Kˆ∗x relativement aux Oˆ
∗
x. Le groupe des classes d’ide`les C(X) de X est
le quotient de I(X) par le sous-groupe image de k(X)∗ par le plongement
diagonal.
Le lemme suivant est bien connu :
Lemme 2.1 On a un isomorphisme canonique
C(X) ≃ lim
←−
Div(U)/Divm(U),
ou` U parcourt les ouverts affines de X et m parcourt les modules sur U .
3 Foncteurs de Mackey a` re´ciprocite´
De´finition 3.1 Soient A un foncteur de Mackey, u une courbe affine (lisse)
sur k, a ∈ A(U) et m un module sur U . On dit que a admet le module m si
la restriction de l’application Div(U) → A(F ) induite par a a` Divm(U) est
identiquement nulle.
De´finition 3.2 Soient A un foncteur de Mackey et U une courbe affine
(lisse) sur k. On dit que A ve´rifie la k-re´ciprocite´ sur U si l’accouplement (1)
est continu pour la topologie modulaire sur Div(U) et la topologie discre`te
sur A(U) et A(k). On dit que A ve´rifie la k-re´ciprocite´ forte sur U si, de
plus, l’accouplement A(U) × Div(U) → A(k) restreint a` A(U) × Divm(U)
est identiquement nul pour m =
∑
x∈Z
x.
On dit que A ve´rifie la k-re´ciprocite´ (resp. ve´rifie la k-re´ciprocite´ forte) s’il
la ve´rifie sur toute courbe U sur k.
On dit que A ve´rifie la re´ciprocite´ (resp. ve´rifie la re´ciprocite´ forte) s’il ve´rifie
la l-re´ciprocite´ (resp. la l-re´ciprocite´ forte) pour toute extension finie l de k.
Remarque. Supposons k alge´briquement clos. Dans la terminologie de
[1, ch. III], la de´finition de la k-re´ciprocite´ signifie que, pour tout a ∈ A(U),
l’application x 7→ a(x) de U dans A(k) posse`de un module.
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Lemme 3.1 Supposons A cohomologique, faiblement additif et faiblement
topologiquement invariant. Pour que A ve´rifie la k-re´ciprocite´ forte, il faut
et il suffit qu’il soit k-invariant par homotopie, i.e. que A(k)
∼
→ A(A1k).
En effet, supposons que A ve´rifie la k-re´ciprocite´ forte. Prenons U = A1k.
On a alors X = P1k et Pic(P
1
k, {∞}) = Z. Soient a ∈ A(U) et a0 = a(0) : on
peut voir a0 comme un e´le´ment de A(U) via l’homomorphisme A(k)→ A(U)
de´duit du morphisme structural. Montrons que a = a0 : cela montrera que
A(k) → A(U) est surjectif, donc bijectif puisque c’est a priori une injection
scinde´e. Quitte a` remplacer a par a − a0 on peut supposer a0 = 0. Soit x
un point ferme´ de U , de degre´ d : il existe une (unique) fonction rationnelle
f ∈ k(U)∗ telle que (f) = x − d0 et que f(∞) = 1 (c’est f(t) = P (t)/td,
ou` P est le polynoˆme minimal de x). Par hypothe`se, on a 0 = a((f)) =
a(x)− da(0) = a(x).
Supposons maintenant A invariant par homotopie. Soient U une courbe
affine et irre´ductible sur k, X sa comple´te´e, a ∈ A(U) et f ∈ k(X)∗ une
fonction rationnelle (suppose´e non constante), telle que f(x) = 1 pour tout
x /∈ U . Conside´rons f comme un morphisme (fini et plat) de X dans P1k,
donc comme un morphisme fini et plat d’un ouvert U ′ de U dans P1k − {1}.
On a alors (f) = f ∗(0−∞), donc d’apre`s les lemmes 1.1 et 1.3 :
a((f)) = a′((f)) = a′(f ∗(0−∞)) = (f∗a
′)(0−∞),
ou` a′ est l’image de a dans U ′. En appliquant l’invariance par homotopie a`
P1k − {1} ≃ A
1
k, on trouve (f∗a
′)(0−∞) = 0, donc a((f)) = 0.
Question. Est-il vrai que A ve´rifie la k-re´ciprocite´ si et seulement si il la
ve´rifie sur les ouverts de P1k ? (c.f. [1, ch III, prop. 9]).
De´finition 3.3 On dit qu’un foncteur de Mackey A ve´rifie la re´ciprocite´
(resp. la re´ciprocite´ forte) s’il ve´rifie la l-re´ciprocite´ (resp. la l-re´ciprocite´
forte) pour toute extension finie l de k.
4 Re´ciprocite´ et symboles locaux
De´finition 4.1 Soit A un foncteur de Mackey. Un symbole local associe´
a` A est la donne´e ∂, pour toute k-alge`bre de valuation discre`te d’origine
ge´ome´trique O, de corps re´siduel l alge´brique sur k et de corps des fractions
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K, d’un accouplement ∂O : A(K)×K
∗ → A(l) ayant les proprie´te´s suivantes :
(i) ∂O est continu pour la topologie naturelle de K
∗ et pour les topologies
discre`tes de A(K) et A(l).
(ii) Soient a un e´le´ment de A(O), a′ son image dans A(K) et a son image
dans A(l). Alors, pour tout x ∈ K∗, on a ∂O(a
′, x) = v(x)a, ou` v est la
valuation associe´e a` O.
(iii) Soit O′ une extension finie, inte´gralement close de O : c’est un anneau
principal semi-local. Soient K ′ son corps des fractions, Oi les localise´s de O
′
en ses ide´aux maximaux, li le corps re´siduel de Oi, ei l’indice de ramification
de Oi/O. Alors :
(iii1) Pour (a, x) ∈ A(K)×K∗ et pour tout i,
∂Oi(ResK ′/K a, x) = eiResli/l ∂O(a, x);
(iii2) Pour (a, x) ∈ A(K)×K ′∗,
∂O(a,NK ′/Kx) =
∑
Corli/l ∂Oi(ResK ′/K a, x);
(iii3) Pour (a, x) ∈ A(K ′)×K∗,
∂O(CorK ′/K a, x) =
∑
Corli/l ∂Oi(a, x).
On dit que ∂ est un symbole local fort s’il ve´rifie la condition suivante (qui
implique (i)) :
(i) fort : ∂O est nul sur A(K) × U1, ou` U1 de´signe le groupe des unite´s
principales de O.
Remarques.
1. L’existence d’un symbole local impose des restrictions sur la structure
de groupe abe´lien des valeurs de A. Par exemple, la proprie´te´ (ii) im-
plique que l’application naturelle A(O) → A(l) peut se prolonger a`
A(K).
2. Les conditions (iii) impliquent que ∂O se prolonge en un homomor-
phisme (encore note´) ∂O : A
M
⊗Gm(K) → A(l), ayant les proprie´te´s
suivantes (sous les hypothe`ses de (iii)) :
(iii1) bis : Pour tout b ∈ A
M
⊗Gm(K) et pour tout i, ∂Oi(ResK ′/K b) =
eiResli/l ∂O(b) ;
(iii2) bis : Pour tout b ∈ A
M
⊗Gm(K
′), ∂O(CorK ′/K b) =
∑
Corli/l ∂Oi(b).
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Lemme 4.1 Pour se donner un symbole local (resp. un symbole local fort),
il suffit de se donner une famille d’accouplements ∂O ayant les proprie´te´s
(i)-(iii) (resp. (i) fort-(iii)) pour O parcourant les k-alge`bres de valuation
discre`te hense´liennes [d’origine ge´ome´trique] dont le corps re´siduel est fini
sur k.
Supposons donne´e une telle famille. Soit O une k-alge`bre de valuation
discre`te d’origine ge´ome´trique, de corps re´siduel l et de corps de fractions K.
Soient Oh la hense´lise´e de O (de corps re´siduel l) et Kh le corps des fractions
de Oh. On de´finit ∂O comme le compose´ :
A(K)×K∗ → A(Kh)×Kh∗ → A(l),
l’application de droite e´tant ∂Oh . On ve´rifie sans peine que les proprie´te´s
(i)–(iii) sont ve´rifie´es.
The´ore`me 4.1 Soit A un foncteur de Mackey cohomologique, faiblement
additif et faiblement topologiquement invariant. Les conditions suivantes sont
e´quivalentes :
a) A ve´rifie la re´ciprocite´ (resp. la re´ciprocite´ forte).
b) A posse`de un symbole local (resp. un symbole local fort) ∂, ve´rifiant la
condition suivante : pour toute extension finie l de k, toute courbe X lisse,
comple`te, irre´ductible sur l, de corps des fonctions K, et tout (a, f) ∈ A(K)×
K∗, on a ∑
Corl(x)/l ∂x(a, f) = 0,
ou` x parcourt les points ferme´s de X et, pour tout x, ∂x est le symbole local
associe´ a` OX,x. De plus, sous ces conditions, le symbole local ∂ est unique.
De´monstration. Montrons que b) ⇒ a). Soient U un ouvert affine non
vide de X , a ∈ A(U) et a′ l’image de a dans A(K). Pour tout x ∈ U et tout
f ∈ K∗, on a (proprie´te´ (ii) de la de´finition 4.1) :
∂x(a
′, f) = vx(f)ι
∗
xa.
En particulier, supposons que (f) soit a` support dans U . Alors
∑
x∈U
Cork(x)/k ∂x(a, f) =
∑
x∈U
vx(f) Cork(x)/k ι
∗
xa = a((f)).
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Par la proprie´te´ (i) de la de´finition 4.1, il existe un module m pour U tel
que, si (f) ∈ Divm(U), on ait ∂x(a, f) = 0 pour tout x /∈ U . On a alors :
a((f)) =
∑
x∈U
Cork(x)/k ∂x(a, f) =
∑
x∈X
Cork(x)/k ∂x(a, f) = 0,
donc l’accouplement (1) est continu pour la topologie modulaire. Si ∂ est
un symbole local fort, on peut choisir ci-dessus m =
∑
x/∈U
x, donc A ve´rifie la
k-re´ciprocite´ forte.
Montrons que a)⇒ b). Comme A est continu, on a A(K) = lim
−→
A(U), ou`
U de´crit les ouverts non vides de X . Graˆce au lemme 2.1, on obtient donc
un accouplement continu :
A(K)× C(X)→ A(k).
Soit x un point ferme´ de X . Par restriction a` (l’image de) Kˆ∗x, on obtient
un accouplement local continu :
δx : A(K)× Kˆ
∗
x → A(k),
tel que δx(a, f) = vx(f)a(x) si a “provient de OX,x”. D’ou` encore par restric-
tion un autre accouplement local continu
A(K)×Kh∗x → A(k),
ou` Khx est le hense´lise´ de K en x.
Choisissons X = P1k, x = 0. Alors Kˆx est le corps des se´ries formelles
k((t)), et Khx est le sous-corps k{{t}} des se´ries formelles alge´briques sur
k, corps des fractions du hense´lise´ k ≪ t ≫ de k[t] en 0. Soit Y → X un
reveˆtement non ramifie´ et de´compose´ en x, et soit y un point de Y au-dessus
de X , de corps re´siduel k. Si L est le corps des fonctions de Y , on a Khx
∼
→ Lhy ,
et le lemme 1.3 b) montre que le diagramme
A(L) × Lh∗y → A(k)
↑ ||
A(K) × Kh∗x → A(k)
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est commutatif. En passant a` la limite, on obtient un accouplement continu
∂k≪t≫ : A(k{{t}})× k{{t}}
∗ → A(k),
ayant la proprie´te´ (ii) de la de´f. 4.1 (observer que k{{t}} = lim
−→
k(Y ), ou` Y
parcourt les reveˆtements de P1k du type ci-dessus).
En re´pe´tant cette ope´ration avec pour base une extension finie arbitraire
l de k et en tenant compte du lemme 4.1, on obtient un symbole local : en
effet, toute k-alge`bre de valuation discre`te hense´lienne, de corps re´siduel l est
de la forme l ≪ t≫ (on ve´rifie facilement les proprie´te´s (iii) de la de´finition
4.1 a` l’aide du lemme 1.3). Reste a` ve´rifier la formule du th. 4.1 b). On peut
supposer l = k. Avec les notations ci-dessus, (a, f) ∈ A(K)×K∗ et x ∈ X ,
on a :
δx(a, f) = Cork(x)/k ∂x(a, f).
On en de´duit :
∑
x∈X
Cork(x)/k ∂x(a, f) =
∑
x∈X
δx(a, f) = 0,
puisque la classe de f est triviale dans C(X).
Enfin, l’unicite´ du symbole ∂ re´sulte de la de´monstration de b) ⇒ a).
5 Exemples de foncteurs a` re´ciprocite´
De´finition 5.1 Un foncteur de Mackey A est propre si, pour toute k-alge`bre
de valuation discre`te O, de corps des fractions K, A(O)→ A(K) est surjec-
tive.
Proposition 5.1 Soit A un foncteur de Mackey propre. Pour que A puisse
eˆtre muni d’un symbole local ∂, il faut et il suffit que, pour toute k-alge`bre
de valuation discre`te hense´lienne O, de corps des fractions K et de corps
re´siduel l, l’application Ker (A(O) → A(K)) → A(l) soit identiquement
nulle. Le symbole ∂ est alors unique, et donne´ par ∂O(a, x) = v(x)a (no-
tations de la de´f. 4.1) ; il est fort.
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Cela re´sulte imme´diatement de la proprie´te´ (ii) de la de´f. 4.1.
Corollaire 5.1 Soit A un foncteur de Mackey propre, cohomologique, fai-
blement additif et faiblement topologiquement invariant. Pour que A ve´rifie
la re´ciprocite´, il faut et il suffit qu’il soit invariant par homotopie.
Cela re´sulte de la prop. 5.1 et du lemme 3.1.
Les deux lemmes suivants ne pre´sentent aucune difficulte´.
Lemme 5.1 Soient A et B deux foncteurs de Mackey.
a) Si A et B ve´rifient la re´ciprocite´ (resp. la re´ciprocite´ forte), il en est de
meˆme pour A⊕ B.
b) Soit ϕ : A→ B un morphisme de foncteurs de Mackey.
b1) Si ϕ est surjectif et si A ve´rifie la re´ciprocite´ (resp. . .), il en est de meˆme
pour B.
b2) Si A(k) → B(k) est injectif et si B ve´rifie la re´ciprocite´ (resp. . .), il en
est de meˆme pour A.
Lemme 5.2 Soient (Ai) un syste`me inductif de foncteurs de Mackey et A =
lim
−→
Ai. Si les Ai ve´rifient la re´ciprocite´ (resp. . .), il en est de meˆme pour A.
Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte de foncteurs de Mackey. Si
A et C ve´rifient la re´ciprocite´, j’ignore s’il en est de meˆme en ge´ne´ral pour
B. C’est cependant le cas si A et C ve´rifient la re´ciprocite´ forte :
Proposition 5.2 Soit 0→ A→ B → C → 0 une suite exacte de foncteurs
de Mackey cohomologiques, faiblement additifs et faiblement topologiquement
invariants. Si A et C ve´rifient la k-re´ciprocite´ forte, il en est de meˆme pour
B.
En effet, d’apre`s le lemme 3.1, A et C sont invariants par homotopie. Le
diagramme commutatif aux lignes exactes
0 → A(k) → B(k) → C(k) → 0
↓ ↓ ↓
0 → A(A1k) → B(A
1
k) → C(A
1
k) → 0
montre alors que B est invariant par homotopie.
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The´ore`me 5.1 (Rosenlicht) Un foncteur de Mackey de´fini par un groupe
alge´brique commutatif (resp. par une varie´te´ semi-abe´lienne) ve´rifie la re´ci-
procite´ (resp. la re´ciprocite´ forte).
De´monstration. Si k est alge´briquement clos, cela re´sulte de [1, ch. III].
En ge´ne´ral, soient A un groupe alge´brique commutatif, U une courbe affine
sur k et a ∈ A(U). Soient X la comple´te´e de U et Z = X − U . Soient k une
cloˆture alge´brique de k, U = U ⊗k k. et Z = Z ⊗k k. Notons a
′ l’image de a
dans A(U). Il existe un module m de support Z tel que a′(Divm(U)) = 0.
Soit m′ le sature´ de m pour l’action de Gal (k/k) : si p est l’exposant ca-
racte´ristique de k, il existe un entier n ≥ 0 tel que m = pnm′ soit rationnel
sur k. A fortiori, on a a′(Divm(U)) = 0, d’ou` a(Divm(U)) = 0 (lemme 1.3 b)).
Supposons maintenant que A soit une varie´te´ semi-abe´lienne, c’est-a`-dire
une extension d’une varie´te´ abe´lienne par un tore. Alors A est invariant par
homotopie, donc ve´rifie la re´ciprocite´ forte d’apre`s le lemme 3.1.
The´ore`me 5.2 Soit C · un complexe borne´ a` gauche de faisceaux de groupes
abe´liens sur le grand site e´tale de Spec k. Supposons que les faisceaux d’ho-
mologie de C · soient de torsion premie`re a` la caracte´ristique de k. Alors,
pour tout i ∈ Z, le foncteur de Mackey X 7→ Hi(Xe´t, C
·) ve´rifie la re´ciprocite´
forte.
En effet, il suffit de montrer que ce foncteur de Mackey est cohomologique,
additif, topologiquement invariant et invariant par homotopie (lemme 3.1).
L’additivite´ est e´vidente. Pour le reste, supposons d’abord C · concentre´ en
degre´ ze´ro : cela re´sulte alors de [SGA 4 XVII (6.2.3), VIII (1.1.2), XV
(2.2.2)]. Le cas ge´ne´ral re´sulte de celui-ci et de la suite spectrale d’hyper-
cohomologie.
The´ore`me 5.3 Soient X une varie´te´ lisse sur k et i, j deux entiers ≥ 0.
Notons A le foncteur de Mackey de´fini par A(Y ) = H i((X ×k Y )Zar,Kj).
Alors A ve´rifie la re´ciprocite´ forte.
En effet, A est cohomologique, additif, topologiquement invariant et in-
variant par homotopie ([. . .]).
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Corollaire 5.2 Avec les notations du th. 5.3, Y 7→ CH i(X ×k Y ) ve´rifie la
re´ciprocite´ forte.
C’est le cas particulier j = i ([. . .]).
The´ore`me 5.4 Pour tout i ≥ 0, le foncteur de Mackey Y 7→ ΩiX/Z ve´rifie
la re´ciprocite´ (mais non la re´ciprocite´ forte).
De´monstration.
6 Produits tensoriels
Soient (A, ∂) et (B, ∂′) deux foncteurs de Mackey munis de symboles
locaux. On aimerait munir A
M
⊗B d’un symbole local ∂′′ = ∂⊗ ∂′. SiO est une
k-alge`bre de valuation discre`te, de corps des fractions K et de corps re´siduel
l, et si π est une uniformisante de O, on interpre`te les homomorphismes
spi : A(K)→ A(l)
s′pi : B(K)→ B(l)
donne´s par spi(a) = ∂O(a, π), s
′
pi(b) = ∂
′
O(b, π), comme des homomorphismes
de spe´cialisation. On de´sire alors de´finir ∂′′ de telle sorte que, en posant
s′′pi(c) = ∂
′′
O(c, π), on ait identiquement (pour toute uniformisante π) :
s′′pi(a⊗ b) = spi(a)⊗ s
′
pi(b).
Ceci impose des relations sur les spi(a)⊗ s
′
pi(b), qui en ge´ne´ral ne sont pas
ve´rifie´es. On est donc conduit a` quotienter le foncteur A
M
⊗B par ces nouvelles
relations.
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